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Αν  W1  και  W2  είναι πραγµατικοί διανυσµατικοί υπόχωροι που γεννώνται 

αντίστοιχα από τα διανύσµατα 

[ ]Τ    2  -1   -2   11 =α ,    [ ]Τ    1  1   1   32 =α  ,    [ ]Τ -   1  -1   0   13 =α  

και   

[ ]Τ     5   -6   -5   21 =β  ,    [ ]Τ    3   7   -2   1 2 −=β  

βρείτε τις διαστάσεις  και βάσεις των  21 W W ∩   και  W1 + W2. 

 

Να βρείτε το διανυσµατικό χώρο των πινάκων που αντιµετατίθενται µε τον 

πίνακα 
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και επιπλέον µία βάση του χώρου αυτού. (Υπόδειξη: Βρείτε όλους τους 

πίνακες Χ που έχουν την ιδιότητα ΑΧ=ΧΑ).  
 
 

Έστω  Α  και  Β  είναι  και 23× 32×  πίνακες αντίστοιχα, τέτοιοι ώστε 
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  AB .                                    (1) 

I. ∆είξτε ότι οι στήλες του  ΑΒ  είναι γραµµικά εξαρτηµένα 

διανύσµατα και ανά δύο οι στήλες είναι γραµµικά ανεξάρτητες. 

II. Βρείτε µια βάση {u1, u2} του χώρου στηλών του ΑΒ 

III. Αν Α είναι ο πίνακας µε στήλες τα διανύσµατα u1, u2, βρείτε 

πίνακα Β που να ικανοποιεί τη σχέση (1) και διαπιστώστε ότι 

ΒΑ=9Ι2. 

 

Αν ο πραγµατικός   πίνακας  Α  είναι συµµετρικός και    είναι 

ιδιοτιµή του, ποιες είναι οι ιδιοτιµές των πινάκων  I – iA  και  I + iA  

(

  νν× λ

1-  i = , είναι η φανταστική µονάδα). ∆είξτε ότι οι πίνακες αυτοί είναι 

αντιστρέψιµοι και ότι   

( I – iA )( I + iA )-1  

είναι ορθοµοναδιαίος πίνακας. 

 

Αν  f(x)  είναι µία γραµµική απεικόνιση επί του  R3  τέτοια ώστε 
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βρείτε την εικόνα της  f(x)  και τα διανύσµατα  y = f(x). (Βλ. Παράδειγµα 

5.2, σελ. 92). 
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Ι. Βρείτε τις ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του Α. Ο πίνακας Α 

διαγωνιοποιείται; 

ΙΙ. Χωρίς να υπολογίσετε τον πίνακα A-1, βρείτε τις ιδιοτιµές, 

ιδιοδιανύσµατα και το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του A-1.       

 

Για τον συµµετρικό πίνακα  
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  A  

βρείτε ορθογώνιο πίνακα  M, ώστε    είναι διαγώνιος πίνακας. 

Βρείτε, επιπλέον τους πίνακες  Χ  που ικανοποιούν 

AMMT

AX2 = .  

(Υπόδειξη : Για τη διπλή ιδιοτιµή 2=λ , βρείτε ορθοµοναδιαία ιδιο-

διανύσµατα. Μελετήστε το Παράδειγµα 6.12, σελ. 117 ). 
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ  ΣΤΗ  2η  ΕΡΓΑΣΙΑ 

 

1. Τα διανύσµατα α1, α2, α3  είναι βάση του W1 και τα διανύσµατα β1, β2 είναι βάση    

    του  W2.  

    Τα διανύσµατα  α1, α2, α3, β2  είναι γραµµικά ανεξάρτητα    βάση του  W⇒ 1 + W2      

    Επειδή dim (W1+W2) = dim W1+dim W2 – dim W1 ∩ W2  ⇒   dim W1 ∩ W2 = 1. 

    Τα διανύσµατα α1, α2, α3, β1 είναι γραµµικά εξαρτηµένα ⇒  β1 βάση του W1 ∩ W2. 

2. Οι  πίνακες     αντιµετατίθενται  µε  τον  Α, και ανήκουν  στο  
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     span{ I,  A,  A2,  A3 }. 

3. Στον πίνακα  ΑΒ   οι δύο πρώτες στήλες είναι γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα.      

    Επειδή   3η στ. = 2
1 ( 1η στ. ) + ( 2η στ. )  έχουµε   

                                Α                   
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4. A = AΤ  ⇒  λ ∈   R.   Ιδιοτιµές  των   Μ = Ι – iΑ   και   Ν = Ι + iΑ  είναι οι αριθµοί     

   1 - i λ,  1 + i λ. 

   Επίσης  det (MN) = ∏(1 – i λ)(1 + i λ) =∏ (1 + λ2 ) ≠  0 ⇒  Μ, Ν αντιστρέψιµοι.     

   Αν  Θ = ( Ι – iΑ )( Ι + iΑ )-1 ⇒  Θ* = ( Ι –  iΑ )-1( Ι + iΑ ) ⇒  Θ*Θ = Ι, έχοντας     

   υπόψη ότι  οι πίνακες  Ι – iΑ ,  Ι + iΑ  είναι αντιµεταθετικοί . 

 



5. Από τις ισότητες    f(ε1) + f(ε3) = ,   f(ε
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1) – f(ε2) + f(ε3) =    και  
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   -2 f(ε1) + 7f(ε2) – f(ε3) =     Α = [ f(ε
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⇒ 1)   f(ε2)   f(ε3) ] =    
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    y = f(x) = Ax =  .
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6.  | λ Ι – Α | = ( λ – 1 )( λ + 1 )( λ – 2 ) 

    Για  λ =1 ⇒   x1 =  ;    λ = 2,   x
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 ;    λ = -1,   x3 = .     
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    Ο πίνακας  Α  έχει  3  ιδιοδιανύσµατα γραµ. ανεξάρτητα  διαγωνοποιείται. ⇒

    { 1,  -1,  2
1  }  ιδιοτιµές του  Α-1  µε αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα   x1,  x3,  x2. 

    | λ Ι – Α-1 | = ( λ – 1 )( λ + 1 )( λ – 
2
1  ). 

7. | λ Ι – Α | = ( λ – 2 )2 ( λ – 8 ). 

     λ = 2     x⇒ 1 =  ,   x
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  2 =   ;    λ = 8  ⇒    x
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      Ορθογωνοποιούµε  x1 , x2    x⇒ 1 , 
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   ,   MTA M = diag (2, 2, 8) = D. 

X2 = A ⇒  Y2 = D όπου Y = MT XM ⇒  Y = D1/2 = diag ( 2222        ±±± ,, ). 
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